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Resumo. O procedimento proposto neste trabalho € baseado na comparacéo das solucoes
numéricas, obtidas numa mesma malha, mas com fungdes de interpolacdo de ordens de
convergéncia espacial diferentes. A solucdo de ordem alta serve como referéncia para a
solucdo de ordem baixa, que é usada tanto para diminuir quanto para estimar o erro de
discretizacdo através da extrapolacdo de Richardson. As variaveis podem ser locais ou
globais. O procedimento foi testado usando solugdes numéricas de model os matematicos com
uma e quatro variaveis dependentes. equacédo de adveccao-difusdo e escoamento de fluidos
compressiveis. As solugdes numéricas foram obtidas com o método dos volumes finitos em
dominios unidimensionais com malhas uniformes. O procedimento funcionou em todos os
mais de 500 testes efetuados que incluiram ampla faixa de tamanho de malha, razbes de
refino de malha constantes e variavel's, e quatro funcdes de interpolacéao.

Palavras-chave: erros numéricos, incerteza numérica, extrapolacdo de Richardson,
simulacdo numérica, escoamentos de fluidos.

1. INTRODUCAO

As solucbes numeéricas de qualquer variavel de interesse (®y,), obtidas em malhas com
dois ou trés tamanhos de volumes de controle (h) diferentes, ndo permitem realizar
estimativas confiaveis do erro de discretizacdo, mesmo que os valores de @y, apresentem
aparentemente tendéncia de convergéncia (Marchi e Silva, 1999).

Por exemplo, os resultados numéricos @, em funcdo da malha (h), de um problema
unidimensional em regime permanente, séo 26.00, 15.65 e 14.92, ohtidos, respectivamente,
em malhas com h igual a 0.5, 0.25 e 0.125. Para as duas malhas maiores, calculando-se a
incerteza da solucdo numeérica através do estimador GCI (Roache, 1994), obtém-se GCl/erro
= 0.37, ou sgja, 0 valor do erro é cerca de 3 vezes o0 valor da incerteza e, portanto, a incerteza
da solucéo numeérica dada pelo GCI subestima o valor do erro. Ja as solugdes obtidas com as
duas malhas menores parecem indicar que ha convergéncia (Ferziger e Peric, 1996) na



solucdo, no entanto, obtém-se GCl/erro = 0.026, isto €, 0 erro € aproximadamente 38 vezes 0
valor da incerteza. Neste caso, 0 GCI subestima, relativamente, ainda mais o erro. Portanto,
ao refinar a malha, aparentemente ha convergéncia se considerados os valores de @, mas a
estimativa do erro (incerteza) piora e muito. Além disso, a prépria tendéncia aparente de
convergéncia pode ser errbnea, como no exemplo acima: os valores de ®,, diminuem com o
refinamento da malha mas deveriam aumentar (isto de fato ocorre parah < 0.1) ja que o valor
da solucdo analitica é 100.

Os tipos de erros que podem existir na solugdo numeérica de um modelo matematico
sd0 (AIAA, 1998): erros de discretizacao, de iteracdo e de arredondamento, além de enganos.
Os erros de discretizacgo (Ep) representam a diferenca entre a solucdo analitica exata do
modelo matemético e a solucdo numeérica exata das equactes discretizadas, sem qualquer
outro tipo de erro nestas solucdes. Os erros de iteracdo (E,) representam a diferenca entre a
solucdo exata das equacdes discretizadas e a solugdo numérica em uma determinada iteracdo,
numa mesma malha, sem erros de arredondamento e enganos nestas solugdes. Os erros de
arredondamento (E;;) sd0 0s erros gue ocorrem em virtude da representacdo finita dos
nimeros reais nas computagdes. E 0os enganos sdo erros cometidos por negligéncia e
ignorancia, por exemplo, na discretizacdo do modelo matematico, e na implementacéo e uso
do cédigo computacional.

Marchi e Silva (1999) mostram quais sdo as condi¢Oes suficientes para estimar com
acurécia e confiabilidade erros de discretizagdo em problemas unidimensionais: é necessario
conhecer, para cada variavel de interesse, a curva de ordem aparente (Roache, 1997) em
funcdo do tamanho caracteristico da malha (h). Por ser este procedimento muito custoso
computacionalmente, ele é mais apropriado para obter resultados de referéncia (benchmarks),
mas ndo para aplicagbes préticas. Portanto, o objetivo deste trabalho € propor um
procedimento mais pratico, mas ainda com relativa confiabilidade, para estimar erros de
discretizacdo de solucbes numéricas, bem como resultados que o corroboram. Este
procedimento € baseado na comparacéo das solucBes numeéricas obtidas numa mesma malha
mas usando funcdes de interpolacdo de ordens baixa e alta. A solucdo de ordem alta serve
como referéncia para a solucdo de ordem baixa, que é usada tanto para diminuir quanto para
estimar o erro de discretizagdo. O fundamento tedrico do procedimento tem por base que
solugdes numeéricas obtidas com funcdes de interpolacdo diferentes tém que convergir para a
mesma solucdo quando h - 0.

O trabalho é desenvolvido considerando: (1) método dos volumes finitos (Ferziger e
Peric, 1996); (2) problemas unidimensionais em regime permanente com uma e quatro
variaveis dependentes; (3) os niveis dos erros de arredondamento e de iteracdo sdo muito
pequenos em relacdo aos erros de discretizacdo, e considera-se que ndo existem enganos, (4)
as malhas sdo uniformes, isto é o tamanho dos volumes de controle (h) € constante numa
mesma malha; (5) as estimativas de erro sdo a posteriori da obtencdo das solucdes numéricas;
(6) as estimativas de erro podem ser aplicadas a variaveis dependentes e a quaisquer variaveis
secundarias obtidas por diferenciacdo ou integracéo das variaveis dependentes; estas variaveis
secundarias podem ser do tipo local, para valor especifico da variavel independente, ou do
tipo global, sobre parte ou todo o dominio de célculo; e, (7) o uso da extrapolacdo de
Richardson (Roache, 1994) paradiminuir e estimar os erros de discretizacao; outras formas de
estimar erros de discretizagdo, no ambito dos métodos de elementos finitos, podem ser vistas
no trabalho de Babuska et al. (1997).

Apesar de se considerar apenas situagcdes unidimensionais e volumes finitos, segundo
Roache (1998), as edtimativas de erro baseadas na extrapolacdo de Richardson podem ser
aplicadas a situagdes multidimensionais e a todos os demais métodos numéricos que sejam
consistentes (Ferziger e Peric, 1996), por exemplo, diferencas finitas e elementos finitos.



A seguir sdo apresentadas as definicbes mateméticas de erro de discretizacdo,
extrapolacéo de Richardson e ordens de convergéncia espacial. Estas definigdes sdo usadas na
secdo 3 onde apresenta-se 0 procedimento proposto neste trabalho para estimar erros de
discretizacdo. Nas seches 4 e 5, o procedimento é aplicado na solucdo de modelos
matematicos com uma e quatro variaveis dependentes.

2. FUNDAMENTOS

O erro de discretizacdo da solugdo numérica em relagdo a solucdo analitica exata do
modelo matemético é definido por (Ferziger e Peric, 1996)

E, = &, - P, (1)

onde Ey, = erro de discretizacdo de ®p; ®, = solucdo numeérica obtida com malha de dimenséo
caracteristica h; e, ®5 = solucdo analitica exata. O simbolo ® representa qualquer variavel
dependente (de campo), ou variaveis secundérias obtidas das variaveis dependentes. Para a
Eq. (1) medir de fato o erro de discretizacdo, a solucéo de @y, ndo deve conter outros tipos de
erros (deiteracdo, de arredondamento ou enganos), ou pelo menos a magnitude deles deve ser
muito inferior ao erro de discretizacdo.

Os erros de discretizacéo das solucdes numéricas podem ser minimizados e estimados
através da extrapolacéo de Richardson generalizada (Roache, 1994), dada por
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onde @, = svlugdo numeérica da malha grossa (h,); @1 = solucdo numérica da malha fina (hy);
@, = solucdo numérica extrapolada; h, = comprimento dos volumes de controle da malha
grossa; h; = comprimento dos volumes de controle da malha fina; q = razéo de refino entre as
malhas h, e hy; e, p = ordem de convergéncia espacial tedrica (p;) ou aparente (pa).

Um parametro que influencia diretamente a extrapolacéo de Richardson, Eq. (2), € a
ordem de convergéncia espacial (p) da solucdo numeérica. Podem ser definidos trés tipos de
ordem (Roache, 1997): tedrica, aparente e assintética. A ordem tedrica (p;) € obtida a partir
da andlise da discretizagdo do modelo matemético empregado, ou do erro de truncamento,
usando, por exemplo, a série de Taylor (Ferziger e Peric, 1996).

A ordem aparente (p,) € calculada com base em trés solucdes numeéricas obtidas em
trés malhas diferentes. Para raz& de refino de malha constante entre as trés malhas, tem-se
(De Vahl Davis, 1983)

2 _CD3
In - E
_ 1 2 4
P. T @ (4)

onde pa, = ordem de convergéncia espacial aparente; ®; = solucdo numérica da maha
supergrossa (hg); hs = comprimento dos volumes de controle da malha supergrossa; e hs/h, =



ho/h; = g. Roache (1997) e Marchi e Silva (1999) apresentam expressdes para calcular pa
guando arazdo de refino de malha varia entre hg, hy e hy.

A ordem assintética (p»), em geral, é igual a ordem tedrica (p;). Seu valor
corresponde a ordem para a qual converge a ordem aparente (p,) quando h tende a zero, ou
seja,
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3. PROCEDIMENTO

O fundamento tedrico do procedimento proposto neste trabalho tem por base que
solugdes numeéricas obtidas com fungdes de interpolacdo diferentes devem tender & mesma
solucdo quando h — 0, ou sgja, elas tém que ser consistentes.

Marchi e Silva (1999) mostram quais sdo as condi¢Oes suficientes para estimar com
acurécia e confiabilidade erros de discretizacdo em problemas unidimensionais. Para uma
funcéo de interpolacdo especifica, 0 uso da extrapolacéo de Richardson, EqQ. (2), com ordens
assintética e aparente, permite obter dois valores que limitam a solugdo analitica exata da
variavel de interesse, isto é o0 valor da solugdo analitica fica entre estes dois valores
extrapolados. Mas isso ocorre somente quando a curva de ordem aparente encontra-se na
faixa de convergéncia, na forma definida no trabalho mencionado. No entanto, para saber se
num h especifico a solugdo numeérica ja tem comportamento convergente, € necessario obter a
curva de ordem aparente, isto €, afuncéo p,(h), 0 que é muito custoso computacional mente.

Para cada variavel de interesse (@), o procedimento proposto aqui € baseado na
comparacdo das solugdes numéricas, obtidas numa mesma malha h, mas usando funcdes de
interpolacdo de ordens baixa e alta. Para uma malha h e incdgnita ® especificos, a solucdo de
ordem alta é usada para obter o intervalo de ® dentro do qual espera-se que esteja a solucdo
exata se a ordem aparente ja for convergente para o h em consideracdo. Paraa mesma malha h
e amesma incognita @, usando afuncdo de interpolacdo de ordem baixa, obtém-se o intervalo
de @ dentro do qual espera-se que esteja a solucdo exata se a sua ordem aparente também ja
for convergente. Se o intervalo de solucéo obtido com a funcéo de interpolacéo de ordem alta
estiver contido no intervalo de solucéo da funcéo de interpolacéo de ordem baixa, considera
se que as solucBes numeéricas sdo coerentes para a variavel ® e malha h considerados. A
solucdo de ordem alta serve como referéncia para a solucéo de ordem baixa, que € usada tanto
para diminuir quanto para estimar o erro de discretizacdo através da extrapolacdo de
Richardson.

Definidas as funcdes de interpolacdo de ordem baixa (indice L) e alta (indice H),
conhecidos 0s seus respectivos valores de ordem assintética (ps e p!), e definidas as
malhas (hs, h, e h;) e respectiva razéo de refino (q) entre elas, o procedimento recomendado
para cada variavel de interesse (®) &

1) obter as solucdes numéricas ®;, ®, e d3 com as funcdes de interpolacdo de ordens baixa e
ata;

2) com akEq. (4), cacular a ordem aparente das solugdes numéricas obtidas com as funcdes
de interpolacéo de ordens baixa e alta; sO sdo validos valores positivos, isto €, pa > 0
(Marchi e Silva, 1999); se pa < 0 ou ndo existir, deve-se descartar as solucdes da malha hg,
obter novas soluces numa malha mais fina do que h; erefazer o item 2;



3) com as solugdes numéricas ®; e ®, da funcdo de interpolacdo de ordem baixa e suas
ordens assintética (ps) e aparente (p.), calcular através da Eq. (2), respectivamente, os
valores extrapolados ®.,, e ®2  ;

4) com as solucdes numéricas @, e @, dafuncdo de interpolacdo de ordem alta e suas ordens
assintética (p) e aparente (p.'), calcular através da Eq. (2), respectivamente, os
valores extrapolados @, , e ®3 ,;

5) verificar se as solugBes numéricas s3o coerentes, isto é se @, e ®2 , estdo entre ®,
e @] ; sendo estdo, recomenda-se obter solugbes numeéricas em uma malha mais fina do

gue h; e repetir o procedimento a partir do item 2; se estdo, calcular o valor da solucéo
numérica (Py) com erro de discretizacado diminuido, e suaincerteza associada (Ug), com

_ (@, +D%)
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6) expressar asolugdo numéricarelacionada a malha fina (hy) através de ®q + U,
JA que a solugdo exata deve estar entre @, e ®3,  (Marchi e Silva, 1999),

aproveita-se para melhorar a solugdo numérica @, ao diminuir seu erro de discretizag&o,

usando estes dois valores extrapolados, resultando em ®,, Eq. (6). A incerteza Uq, EQ. (7), €
calculada para facilitar a sua representacdo, pois tem a mesma magnitude para mais e para
menos de @, e € baseada no intervalo total onde espera-se que a solucéo exata estgja, isto €,

entre @, e ®2 .
A ordem de convergéncia espacial de @4 € igual a ordem dos valores extrapolados
®.,, e ®2 , 0 quepode ser previsto teoricamente através da série de Taylor ou obtido na

prética por estudo do comportamento da ordem aparente destas solucbes extrapoladas em
funcdo de h, ou sga, aplicando-se a Eq. (5). Por exemplo: se a funcdo de interpolacéo de
ordem baixa for o Upwind Differencing Scheme-UDS (p»=1), a ordem assintética de ®q seréa
2, que éigual ao p. do Central Differencing Scheme-CDS.

O procedimento proposto acima é muito adequado quando sdo empregados codigos
computacionais que usam (1) multigrid e (2) funces de interpolacdo de ordem alta com
correcdo adiada. O primeiro resulta automaticamente na obtencdo de solucdes numéricas em
diversas malhas diferentes. E, 0o segundo, permite com um unico fator obter solucdes
numeéricas com funcdes de interpolacdo de ordens baixa e alta.

Nas segdes 4 e 5, a seguir, 0 procedimento descrito acima € aplicado na solugéo de
modelos matematicos com uma e quatro variaveis dependentes, que correspondem a equacéo
de adveccdo-difusio e ap escoamento de fluidos compressivels.

4. ADVECCAO-DIFUSAO
O primeiro modelo matemético usado paratestar o procedimento proposto se constitui

na equacdo de adveccdo-difusdo unidimensional, em regime permanente, com condicdes de
contorno de Dirichlet:



dar dzT
Pe & = dX2 (8)

onde Pe, T e X sG0 0 nimero de Peclet, atemperatura e a coordenada espacial. As condicdes
de contorno sdo: T(x=0) = 0 e T(x=1) = 1. A solucdo analitica exata da Eq. (8) é dada por
Ferziger e Peric (1996).

Além da variavel dependente do problema (T), na coordenada x = 0.5 (variavel local),
um exemplo de variavel global € o comprimento da funcdo (S) ao longo do dominio de
calculo, definido por

_ T
s = ﬂ“%g dx ©)

O modelo numérico empregado para obter a solugdo numérica da Eqg. (8) é
caracterizado por: método dos volumes finitos; fungdes de interpolacéo UDS, CDS, QUICK e
PLDS ou Power-Law (Patankar, 1980); solver: TDMA; malhas uniformes, isto & com
volumes de controle de comprimento (h) constante, exceto nos contornos onde sdo usados
dois meio-volumes para aplicar as condi¢des de contorno. Detalhes podem ser vistos no livro
de Ferziger e Peric (1996).

Ao todo foram realizados 282 experimentos numéricos que envolveram: Pe = 0.1, 1,
10 e 100; razdes de refino de malha constantes (q = 2, 3 e 4) e variaveis (q = 1.06 a 10); e
nimero de volumes de controle n = 3 a 1062883 ou h = 0.5 a 9.4x10". Cada experimento
numerico se constitui num conjunto especifico de Pe, n ou h e funcéo de interpolacéo, e tem
como resultados as duas variaveis de interesse: T(x=0.5) e S.

Para o comprimento da funcéo (S) e Pe=100, na Fig. 1 estdo plotados os erros das
solugdes numéricas obtidas com as funcbes de interpolacéo de ordens baixa (UDS) e alta
(CDS), o erro da solucdo numeérica obtida com a Eq. (6), e a incerteza calculada com a Eq.
(7), representados respectivamente por (Enr), (Enn), (Eg) € (Ug). Apesar de se mostrar uma
curva de Ug, na Fig. 1, o seu valor em cada h, obtido através do procedimento explicado na
secéo 3, e independente de U, em outros valores de h.

EnL € menor do que Enn nos trés valores maiores de h, o que gerou incoeréncia pelo
procedimento adotado neste trabalho para obter a incerteza. No quarto maior valor de h
(1.5x10®), a condicdo do item 5 do procedimento também ndo foi satisfeita Em todas as
figuras deste trabalho, os resultados de Eq e Uy s80 mostrados apenas quando a condi¢éo do
item 5 do procedimento € satisfeita, ou sgja, quando as solugdes numéricas sdo coerentes e,
assim, aplicam-se as Egs. (6) e (7).

Em todos os pontos de h em que as solugdes numeéricas sdo consideradas coerentes,
verifica-se que Uy/|Eq > 1, conforme desgjado para que a estimativa do erro (Ug) seja
confiavel em relagdo ao erro exato (Eq) da solugéo numérica ®q. De acordo com o previsto, a
ordem de convergéncia do erro e da incerteza de d4 sdo iguais a ordem do CDS, o que pode
ser observado na figura pelas inclinagdes das curvas: pode-se demonstrar que quanto maior a
inclinagdo da curva de erro com a horizontal, maior é a ordem de convergéncia espacial.

No menor valor de h, os erros de arredondamento ja sGo maiores do que os erros de
discretizacdo da solucdo numérica obtida com o CDS, pois 0 erro aumentou ao se reduzir h;
iSso gerou incoeréncia em relacdo a solucéo do UDS.

Considerando as duas variaveis de interesse, T(x=0.5) e S, as quatro fungdes de
interpolacdo e os diversos Pe e h usados, ao todo foram realizados 494 testes do procedimento
proposto. Em todos estes testes, sempre gque os erros de discretizacdo prevaleceram sobre os
erros de arredondamento, o procedimento sempre resultou em U/|Eg| > 1, conforme desejado.
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Figura 1. Erros e incertezas do comprimento da funcéo (S).

5. ESCOAMENTO DE FLUIDOS COMPRESSIVEIS

O segundo problema abordado envolve o escoamento subsbnico-supersdnico de fluido
compressivel inviscido num bocal do tipo convergente-divergente. O modelo matematico de
guatro variaveis dependentes (p,u,p,T) usado nos experimentos numéricos realizados €

9wy = 0 (10

dx

d dp

—(pUuAu) = -A— 11

™ (PUAU) ™ (11)
d dp

c. —(pUuAT) = UuA—- 12
P i (PUAT) ™ (12)

pp = pPRT (13)

onde p = massa especifica; u = velocidade; A = &rea da secéo transversal a x; pr = pressao
termodinamica; ¢, = calor especifico a pressdo constante; e, R = constante do gas.

As Egs. (10) a (13) representam, respectivamente, as equacdes de conservacdo da
massa, da quantidade de movimento linear e da energia, e a equacdo de estado dos gases
perfeitos. Elas so resolvidas para um bocal do tipo convergente-divergente simétrico cuja
razéo de éreas entre a saida do bocal (x = L) e a garganta (g) € 16, resultando em nimeros de
Mach iguais a 0.036 e 4.5 na entrada e na saida do bocal, respectivamente, para razéo de
calores especificosigual a 1.4.

Asvariaveis de interesse sdo: o fluxo de massa do escoamento (Fy = puA); 0 empuxo
na saida do bocal (Fe = pu®A); e o nimero de Mach na garganta (Mg). O escoamento é



subsbnico na regido convergente do bocal e supersdnico na regido divergente. A solugdo
analitica das Egs. (10) a (13) € dada por John (1984).

O modelo numérico adotado € o mesmo de Van Doormaal et al. (1987) mas com
arranjo co-localizado de variaveis. As fungdes de interpolacéo usadas foram UDS e CDS com
correcdo adiada. O solver empregado foi o TDMA e o dominio discretizado com malhas
uniformes. Ao todo, foram realizados 38 experimentos numéricos que envolveram: (
constante (2) e varidvel (2.0 a 1.25); e n = 10 a 81920 ou h = 0.1 a 1.22x10°. Cada
experimento numérico € caracterizado por um conjunto especifico de n ou h e funcdo de
interpolagdo, mantidos constantes os demais dados e geometria do bocal. Os resultados
obtidos de cada experimento numérico foram as trés variaveis de interesse: Fy, Fe € M.

Para 0 nimero de Mach na garganta (Mg), na Fig. 2 estd%o plotados os erros das
solugdes numéricas obtidas com as funcbes de interpolacéo de ordens baixa (UDS) e alta
(CDS), o erro da solucdo numeérica obtida com a Eq. (6), e a incerteza calculada com a Eq.
(7), representados respectivamente por (En.), (Enn), (Eg) € (Ug). Nos trés maiores valores de
h, a condi¢do do item 5 do procedimento ndo foi satisfeita, isto &, as solugdes numéricas séo
incoerentes; isto ocorreu devido ao comportamento oscilante de Ep;, muito embora,
evidentemente, o procedimento ndo use o valor do erro.
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Figura 2. Erros e incertezas do niUmero de Mach na garganta (Mg).

Em todos os pontos de h em que as solugdes numeéricas sdo consideradas coerentes,
verifica-se que Uy/|Eq| > 1, como desgjado para que a estimativa do erro (Ug) seja confiavel
em relacéo ao erro exato (Eq) da solugdo numerica @4 Conforme esperado, a ordem de
convergéncia do erro e da incerteza de ®y sdo iguais a ordem do CDS, como pode ser
observado na figura pelas inclinagBes das curvas. Em h aproximadamente 3.1x10°, ou no
valor plotado de U correspondente ao seu maior h, nota-se que Ug e Eq Sd0 maiores do que
En.; isto ocorre devido a grande diferenca entre a ordem aparente (0.1) e a ordem assintotica
(1.0) do UDS neste h; fato semelhante ocorre no maior valor de h plotado na figura onde
verificase que Enn > EpyL.



Para 0 empuxo na saida do bocal (Fg), na Fig. 3 mostrase um exemplo em que o
refino de malha pode fornecer solugdes numéricas incoerentes. No caso especifico, para os
valores de h em torno de 2.0x10*, 6.2x10° e 1.2x10%, as solugBes numéricas sdo incoerentes
devido aos valores de ordem aparente da funcéo de interpolacdo de ordem alta. Nos demais
valores de h, héa coeréncia entre as solugdes numericas e, como pode-se ver na figura, Ug/|Eq|
> 1. Conforme implicito no procedimento proposto na secdo 3, deve-se perceber que para
calcular o valor de Uy do maior h mostrado na Fig. 3 existem duas solugdes numéricas obtidas
em valores de h ainda maiores cujos erros ndo sdo mostrados nesta figura.

Considerando as trés variaveis de interesse, Fy, Fe e Mgy as duas fungbes de
interpolacdo e os diversos h usados, ao todo foram realizados 48 testes do procedimento
proposto. Em todos estes testes, sempre gque os erros de discretizacéo prevaleceram sobre os
erros de arredondamento, sempre obteve-se Uy/|Eq| > 1, conforme desejado.
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Figura 3. Erros e incertezas do empuxo na saida do bocal (Fg).

6. CONCLUSAO

O procedimento proposto para estimar erros de discretizacdo de solucdes numeéricas
funcionou em todos os mais de 500 testes efetuados, ndo sendo observado nenhuma falha
guando os erros de discretizac@o prevalecem sobre o0s erros de arredondamento.

Estes testes envolveram: modelos mateméticos com uma e quatro variaveis
dependentes; dominios unidimensionais com malhas uniformes; variaveis locais e globais;
quatro funcdes de interpolagdo; tamanho dos volumes de controle h = 1.0x10° a 1.0x10%; e
razdes de refino de malha constantes (2, 3 e 4) evariaveis (1,06 a 10).
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A PROCEDURE BASED ON COHERENT NUMERICAL SOLUTIONS
FOR DIMINISHING AND ESTIMATING DISCRETIZATION ERRORS

Abstract. The proposed procedure is based on the comparison of numerical solutions
obtained on the same grid but with low and high order schemes. The higher order solution is
used as reference. The Richardson extrapolation is used for diminishing and estimating
discretization errors with the low order solution. The unknowns may be local and global. The
procedure is tested using numerical solutions of mathematical models with one and four
unknowns: advection-diffusion equation and compressible fluid flows. The numerical
solutions were obtained using finite-volume method in unidimensional domains with uniform
grids. The procedure correctly worked in all 500 test cases that included large range of the
grid parameter, constant and variable grid refinement factor, and four schemes.

Keywords: numerical errors, numerical uncertainty, Richardson extrapolation, numerical
simulation, fluid flows.



